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INTEGRAL TENGLAMALAR VA ULARNI YECHISH USULLARI 

Xolmanova Klara Yangiboy qizi 

xolmanovaklara97@gmail.com 

O’ZMU Jizzax filliali 

“Amaliy matematika” kafedrasi stajyor - o’qituvchi 

Qarshiboyeva Hilola Shermat qizi, 

Isoqjonova Malika Isroil qizi 

O’ZMU Jizzax filliali 

“Amaliy matematika”yo’nalishi talabalari 

Annotasiya: Integral tenglamaning ta’rifi, ko’rinishi va uning turlari beriladi, 

shu bilan birga integral tenglamani yechish usullari ko’rib  chiqiladi. 

Kalit so’zlar: Integral tenglama, Fredgolm 1-tur tenglamasi, Fredgolm 2-tur 

tenglamasi, Fredgolmning 3-tur tenglamasi, Volterraning 1-tur tenglamasi, 

Volterraning 2-tur tenglamasi, aynigan yadro, yechish usullari. 

Ta’rif: Agar tenglamadagi noma’lum funksiya shu funksiyaning argumenti 

bo‘yicha olinadigan integral ishorasi ostida bo‘lsa, bunday tenglama integral 

tenglama deb ataladi.  

Ta’rif: Ushbu integral tenglama Fredgolm1ning 1-tur tenglamasi deyiladi: 

𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
                   (1) 

 Bunda (x)– noma’lum funksiya, f(x) –ozod had va K(x,y) tenglamaning yadrosi 

– ma’lum funksiyalar, integrallash chegaralari a va b berilgan haqiqiy o‘zgarmas 

sonlar.  

Ta’rif: Ushbu integral tenglama Fredgolmning 2-tur tenglamasi deyiladi: 

𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥)
𝑏

𝑎
                    (2) 

Bunda (x)– noma’lum funksiya integral ishorasidan tashqarida ham ishtirok 

etmoqda. (1) va (2) dagi  tenglamaning parametri deyiladi. Bu tenglamalardagi 

f(x) funksiya I( a  x  b ) kesmada, K(x,y) yadro esa R( a  x  b , a  y  b ) 

yopiq sohada berilgan deb hisoblanadi.  
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Ta’rif: Agar I kesmada f (x)  0 bo‘lsa, (2) tenglama quyidagi ko‘rinishga 

keladi: 

𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 = 𝜑(𝑥)
𝑏

𝑎
                                                      (3) 

Bunday tenglama bir jinsli integral tenglama deyiladi  

Ta’rif: Ushbu integral tenglama Fredgolmning 3-tur tenglamasi deyiladi: 

𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥) = 𝜓(𝑥)𝜑(𝑥)
𝑏

𝑎
                                (4) 

Agar I kesmada  

a)  (x)  0 bo‘lsa, undan (1) tenglama;  

b)  (x)  1 bo‘lsa, undan (2) tenglama kelib chiqadi.  

Integral tenglamada ishtirok etadigan noma’lum funksiya ko‘p argumentli, 

jumladan ikki argumentli bo‘lishi ham mumkin.  

Masalan: 

𝜆 ∫ ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑡1, 𝑡2)𝜑(𝑡1, 𝑡2)𝑑
𝑑

𝑐
𝑡1𝑑𝑡2 + 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥, 𝑦)

𝑏

𝑎
                    (5) 

bu yerda f(x,y) funksiya R( a  x  b , c  y  d ) sohada, K(x,y, 𝑡1, 𝑡2) yadro esa 

P( a  x  b , c  y  d , a  𝑡1 b , c  𝑡2 d )sohada berilgan deb hisoblanadi; 

a,b,c,d va  lar berilgan o‘zgarmas haqiqiy sonlardir.  

Ta’rif: Ushbu integral tenglama Volterraning 1-tur tenglamasi deyiladi: 

𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 = 𝜑(𝑥)
𝑏

𝑎
                     (6) 

 Bunda (x)– noma’lum funksiya, f(x) –ozod had I( a  x  b ) kesmada, va K(x,y) 

tenglamaning yadrosi – R( a  x  b , a  y  x ) yopiq sohada berilgan deb 

hisoblanadi.. 

Ta’rif: Ushbu integral tenglama Volterraning 2-tur tenglamasi deyiladi: 

𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥)
𝑥

𝑎
                (7) 

Bunda (x)– noma’lum funksiya integral ishorasidan tashqarida ham ishtirok 

etmoqda. (1) va (2) dagi  tenglamaning parametri deyiladi. 

Ta’rif: Agar I kesmada f (x)  0 bo‘lsa, (2) tenglama quyidagi ko‘rinishga 

keladi: 
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                            𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥)
𝑥

𝑎
               (8)  

Bunday tenglama bir jinsli integral tenglama deyiladi. Integral tenglamada ishtirok 

etadigan noma’lum funksiya ko‘p argumentli, jumladan ikki argumentli bo‘lishi 

ham mumkin.  

Masalan:    𝜆 ∫ ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑡1, 𝑡2)𝜑(𝑡1, 𝑡2)𝑑
𝑦

𝑐
𝑡1𝑑𝑡2 + 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥, 𝑦)

𝑥

𝑎
               (9) 

bu yerda f(x,y) funksiya R( a  x  b , c  y  d ) sohada, K(x,y, 𝑡1, 𝑡2) yadro esa 

P( a  x  b , c  y  d , a  𝑡1,  x  , c  𝑡2 y  ) sohada berilgan deb hisoblanadi.  

       Ta’rif: Fredgolmning 2-tur tenglamasi berilgan bo‘lsin: 

                      𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥)
𝑏

𝑎
                                 (2) 

Agar bu tenglamada ishtirok etayotgan yadroni ushbu:  

              𝐾(𝑥, 𝑦) =𝑎1(𝑥)𝑏1(𝑦) + 𝑎2(𝑥)𝑏2(𝑦)+. . . +𝑎𝑛(𝑥)𝑏𝑛(𝑦)                     (10) 

 ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, bunday yadro aynigan yadro deyiladi. 

 Integral tenglamalarni yechishning quyidagi usullari mavjud:  

1. Differensial tenglamalarga keltirib yechish; 

 2. Aynigan yadroli integral tenglamalarni chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemasiga keltirib yechish;  

3. Aynigan yadroli integral tenglamalarni koeffisiyentlarni tenglash usuli bilan 

yechish; 

 4. Ketma-ket yaqinlashish usuli bilan yechish;  

5. Rezolventa usuli bilan yechish. Shu usullardan ba’zilarini misollarda ko‘rib 

chiqamiz. 

    Bu usullar yordamida bir necha misollarni ishlash yo’llarini ko’rib chiqaylik.              

1. Ushbu tenglamani yeching. 

                                  𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥)
𝜋

0
       

Bu yerda                            

𝐾(𝑥, 𝑦) = sin(2𝑥 + 𝑦) ,      𝑓(𝑥) = 𝜋 − 2𝑥 

𝑓(𝑥) funksiya, 𝐾(𝑥, 𝑦) yadro berilgan ularni Fredgolmning 2-tur tenglamasiga olib 

borib qo’yamiz 
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𝜆 ∫ sin(2𝑥 + 𝑦) 𝜑(𝑦)𝑑𝑦 + 𝜋 − 2𝑥 = 𝜑(𝑥)

𝜋

0

 

𝜆 ∫(sin 2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦𝑐𝑜𝑠2𝑥) 𝜑(𝑦)𝑑𝑦 + 𝜋 − 2𝑥 = 𝜑(𝑥)

𝜋

0

 

Chap tomondagi qavslarni ochib ikkala intengralni ham qisqacha 𝑄1 va 𝑄2 orqali 

belgilaymiz:  

𝑄1 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑦

𝜋

0

 

𝑄2 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑦

𝜋

0

 

Shunda quyidagicha tenglamaga ega bo’lamiz 

𝜑(𝑥) = 𝜆𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑄1 +  𝜆𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑄2 +  𝜋 − 2𝑥 

𝜑(𝑥) tenglamadan 𝜑(𝑦) tenglamani hosil qilib olamiz 

𝜑(𝑦) = 𝜆𝑠𝑖𝑛2𝑦𝑄1 +  𝜆𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑄2 +  𝜋 − 2𝑦 

Hosil bo’lgan tenglamamizni 𝑄1 va 𝑄2 larga olib borib, 𝑄1 va 𝑄2 larni  qiymatini 

topamiz 

                 𝑄1 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑦 =

𝜋

0

= ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑦(𝑄1𝜆𝑠𝑖𝑛2𝑦 +  𝜆𝑄2𝑐𝑜𝑠2𝑦 +  𝜋 − 2𝑦)𝑑𝑦

𝜋

0

= 2𝜆 ∫ 𝑄1𝑠𝑖𝑛𝑦𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑑𝑦 +  𝜆𝑄2 ∫ 𝑐𝑜𝑠3𝑦𝑑𝑦 −

𝜋

0

𝜆𝑄2 ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑦

𝜋

0

𝑐𝑜𝑠𝑦𝑑𝑦

𝜋

0

+ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑦(

𝜋

0

𝜋 − 2𝑦)𝑑𝑦 = 𝜆𝑄1

4

3
− 4 

 𝑄1 = 𝜆𝑄1

4

3
− 4 
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𝑄1 (1 − 𝜆
4

3
) = 4 

𝑄1 =
12

3 − 4𝜆
 

𝑄1 topildi endi esa 𝑄2 ni hisoblaylik 

             𝑄2 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑦 =

𝜋

0

= ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑦(𝜆𝑠𝑖𝑛2𝑦𝑄1 +  𝜆𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑄2 +  𝜋 − 2𝑦)𝑑𝑦

𝜋

0

= ∫(2𝜆𝑄1𝑠𝑖𝑛2𝑦𝑐𝑜𝑠𝑦 +  𝜆𝑄2𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦 − 𝜆𝑄2𝑠𝑖𝑛3𝑦 +  𝜋𝑠𝑖𝑛𝑦

𝜋

0

− 2𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑦 =

= (2𝜆𝑄1

𝑠𝑖𝑛3𝑦

3
+ 𝜆𝑄2

𝑐𝑜𝑠3𝑦

3
+ 𝜆𝑄2

3𝑠𝑖𝑛𝑦 − 𝑠𝑖𝑛3𝑦

4
− 𝜋𝑐𝑜𝑠𝑦

+ 2𝑦𝑐𝑜𝑠𝑦 − 2𝑠𝑖𝑛𝑦)|0
𝜋 = 𝜆𝑄2

2

3
+ 2𝜋 − 2𝜋 = 𝜆𝑄2

2

3
 

𝑄2 = 0 

Demak, berilgan tenglamamizni umumiy yechimi quyidagicha 

𝜑(𝑥) = 𝜆𝑠𝑖𝑛2𝑥(
12

3 − 4𝜆
) +  𝜋 − 2𝑥 

Ko’rinishda bo’lar ekan. 

2. Ushbu tenglamani yechaylik. 

                       𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦

2
−

1

3
+ ∫ ∫ (𝑥𝑦 + 𝑡1𝑡2)𝑢(𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

1

0

1

0
 

Aynigan yadroli ushbu integral tenglamani koeffisiyentlarni tenglash usuli bilan 

yechamiz. 

O‘ng tomondagi qavslarni ochib birinchi intengralni  𝑄1 va ikkinchi integralni esa  

𝑄2 orqali belgilaymiz:  
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   𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦

2
−

1

3
+ 𝑥𝑦 ∫ ∫ 𝑢(𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 + ∫ ∫ 𝑡1𝑡2𝑢(𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

𝑥𝑦

2
−

1

0

1

0

1

0

1

0

−
1

3
+ 𝑥𝑦𝑄1 + 𝑄2 

 

(𝑄1 +
1

2
) 𝑥𝑦 + (𝑄2 −

1

3
) = 𝛼𝑥𝑦 + 𝛽 

𝑢 ning mana shu ifodasini berilgan integral tenglamaga qo‘yamiz:  

𝛼𝑥𝑦 + 𝛽 =
𝑥𝑦

2
−

1

3
+ ∫ ∫(𝑥𝑦 + 𝑡1𝑡2)(𝛼𝑡1𝑡2 + 𝛽)𝑑𝑡1𝑑𝑡2

1

0

1

0

 

Bu yerdagi integrallar hisoblab chiqilsa, quyidagi ayniyat 

𝛼𝑥𝑦 + 𝛽 = (
1

4
𝛼 + 𝛽 +

1

2
) 𝑥𝑦 + (

1

9
𝛼 +

1

4
𝛽 +

1

3
) 

hosil bo‘ladi. Uning ikki tomonidagi 𝑥𝑦 ning koeffisentlarini o‘zaro hamda ozod 

hadlarni o‘zaro tenglash natijasida quyidagi tenglamalar  

𝛼 = (
1

4
𝛼 + 𝛽 +

1

2
) ,       𝛽 = (

1

9
𝛼 +

1

4
𝛽 +

1

3
) 

yoki  

              {

3

4
𝛼 − 𝛽 =

1

2
1

9
𝛼 −

3

4
𝛽 =

1

3

                        

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Bu sistemaning yechimi  

𝛼 =
6

65
           𝛽 = −

28

65
 

Demak, integral tenglamaning yechimi  

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥𝑦 + 𝛽 =
6

65
𝑥𝑦 −

28

65
 

bo‘ladi. 
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